
МАТАНАЛИЗ

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ Двойной и тройной интеграл: повторное интегрирование,
замена координат, приложения

область I типа
a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)

a b x

y

y2

y1
D

∫∫
D f dx dy =

∫ b
a dx

∫ y2(x)
y1(x)

f dy

область II типа
c ≤ y ≤ d, x1(y) ≤ x ≤ x2(y)

c

d

x

x1 x2

D

∫∫
D f dx dy =

∫ d
c dy

∫ x2(y)
x1(y)

f dx

смена порядка

1

1

x

y

y = x

y = x2

I тип, по x∫ 1
0 dx

∫ x
x2 f dy

⇕
II тип, по y∫ 1

0 dy
∫ √

y
y f dx

рисунок → границы заново
y = x2 ⇒ x =

√
y

полярные координаты

φ

r

x

y

(x; y)

x = r cosφ
y = r sinφ

dx dy = r dr dφ

x2 + y2 = r2

круг x2 + y2 ≤ R2 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ φ ≤ 2π

кольцо r21 ≤ x2 + y2 ≤ r22 r1 ≤ r ≤ r2

сектор α ≤ φ ≤ β

f(x2 + y2) полярные удобны

обобщённые: x2

a2
+

y2

b2
≤ 1

x = ar cosφ, y = br sinφ
dx dy = abr dr dφ, 0 ≤ r ≤ 1

тройной интеграл∫∫∫
V f dV =

∫∫
D dx dy

∫ z2
z1

f dz

цилиндрические сферические

x

y

z

r

z

x = r cosφ
y = r sinφ

z = z
якобиан r

dV = r dr dφ dz
цилиндр, конус, x2 + y2

x

y

z

θ
ρ

x = ρ sin θ cosφ
y = ρ sin θ sinφ

z = ρ cos θ
0 ≤ θ ≤ π (от Oz)
якобиан ρ2 sin θ

dV = ρ2 sin θ dρ dθ dφ

S

V

V

m

xc

yc

S =

∫∫
D
dx dy

V =

∫∫
D
f dx dy

V =

∫∫∫
V
dx dy dz

m =

∫∫
D
µ dx dy

xc =
1

m

∫∫
D
xµ dx dy

yc =
1

m

∫∫
D
yµ dx dy
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